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Lektion 17

Abstinde in einer verzerrten Metrik
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In Aufgabe 6 waren zwei Punkte A und B in einer verzerrten Metrik (Abb. oben links) gege-

ben, und man sollte den Abstand AB.ertrimm S0 genau wie moglich berechnen. Hierzu ist es
niitzlich, die verzerrte Metrik ndherungsweise in einem regelmiBigen Gitter darzustellen. Bei
dieser Darstellung im regelmifBigen Gitter ist es dann aber notig, die Abstéinde von Gitter-

punkt zu Gitterpunkt ausdriicklich anzugeben (Abb. oben rechts).

Eine verzerrte Metrik lisst sich stets nur ndherungsweise in einem regelmdpigen, rechtwink-
ligen Gitter wiedergeben. Um wirklich exakt zu sein, miisste man das regelmdpfige, recht-

winklige Gitter zwischen A und B in unendlich viele, unendlich kleine Kdstchen einteilen —

natiirlich mit unendlich vielen Abstandsangaben! (— Differenzialgeometrie)

Bei der genédherten Berechnung von AB.criimm kOnnte man die Strecke [AB] z.B. in vier

Teile zerlegen — ndmlich jedes Mal, wenn die Strecke eine Késtchengrenze tliberschreitet.

Dann ergébe sich:
AB ertrimmi = \/(1,3cm)2 +(3-L5cm)* + \/(% 2,4cm)* + (3 -1,5cm)? +
(& 2.4em) + (4 - 1,2em) +[(L3em)* + (3 - 1,2cm)* =

= 1,64cm +1,3cm +1,26cm +1,53cm = 5,73cm
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Es ist leicht einzusehen, dass das Koordinatensystem und die Abstandsmessung in einer
verzerrten Metrik nichts mehr miteinander zu tun haben. In der Beispielsmetrik sind die Punk-
te A und B im Gitter des Koordinatensystems genau 3 Schritte in x-Richtung und 2 Schritte in

y-Richtung voneinander entfernt. Aus dieser Koordinaten-Information (3 | 2) ldsst sich aller-

dings in einer verzerrten Metrik nichts mehr {iber den Abstand AB folgern.

In einem Koordinatensystem mit verzerrter Metrik sollten wir zwei Dinge beachten:

e Das Koordinatensystem ldsst keinerlei Aussagen tiber den Abstand zweier Punkte A

und B zu. Wir berechnen AB mit Hilfe der Metrik (bzw. deren Abstandsangaben).

o Dennoch ermoglicht es das Koordinatensystem nach wie vor, jede Position eindeutig

zu beschreiben. Wenn wir im obigen Beispiel den Ursprung (0 | 0) links unten setzen,
so liegt A bei (1| 2) und B bei (4 | 4).

Abstande in der verzerrten Raum-Zeit (I)

Bislang war unsere Raumzeit regelmafig. Der Einfachheit wegen haben wir die Diagramme
stets nur mit einer Ortsachse (x-Achse) und der Zeitachse gezeichnet (siche Abb. unten links).
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Damit wir uns die Raumzeit verzerrt vorstellen konnen, miissen wir dieses Raumzeit-
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Diagramm zunichst nach hinten in den Raum ,,kippen* (siche Abb. oben rechts).

Denn dann kénnen wir in diese Raumzeit ,,Dellen‘ hinein machen — genau wie im Beispiel
zuvor! Und mit dieser neuen Idee wird aus der regelméifligen Raumzeit-Metrik von Her-

mann Minkowski endlich die sagenumwobene Metrik der verzerrten Raumzeit!

Dazu beachten wir bei den relativistischen Raumzeit-Abstinden blof3 den gleichen Grundsatz:

Weltlinien [AB], die durch eine Verkriimmung (,, Delle ) laufen, haben
eine grofiere Linge AB als Weltlinien [AB], die durch eine regelmdfige Metrik laufen.

Je stirker die Verkriimmung ist, desto grofier ist die Linge AB.
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