Klasse 11

Gefangenenmengen sind fraktale Grafiken


Gefangenenmengen grafisch dargestellt

Einführung
Wir wollen die Gefangenenmenge zu einer Iteration zeichnen, die durch die Funktion

f: C ( C
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gegeben ist (Parameter: c ( C).

Diese Funktion wird auf einen Startwert a0 ( C iterativ angewendet:
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Unter einer Gefangenenmenge verstehen wir die Menge aller Startwerte a0, für die die Zahlenfolge a0, a1, a2, a3,... beschränkt ist.

Jeder Startwert a0, der zu einer beschränkten Zahlenfolge führt, heißt Gefangener.


Gefangenenmengen grafisch darstellen
Wir untersuchen nur die Startwerte a0 im Bereich
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Man berechnet für jeden Startwert a0 die Zahlenfolge a0, a1, a2, a3,...

Wenn die Zahlenfolge beschränkt ist, so gilt dieser Startwert a0 als Gefangener.
Gefangene werden in ein Karogitter z.B. schwarz markiert.

Diese Bilder von Gefangenenmengen sind häufig von bizarrer Schönheit!

Besonders geeignete Werte für den Parameter c
Man sollte für den Parameter c Werte etwa wie diesen wählen:
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Bereits geringfügige Änderungen des Parameters bewirken deutlich andere Bilder.

Wenn Du den Realteil von c größer wählst, musst Du dessen Imaginärteil kleiner wählen, um ein schönes Bild zu erhalten (z.B.:  
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So wird’s gemacht:

· Da die Vorschrift 
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 mit den Startwerten a0 und (a0 zum gleichen Ergebnis kommt, gilt: Wenn a0 ein Gefangener ist, so auch (a0.
Wenn Du zum Beispiel a0 = 0,1 ( 0,2i als Gefangenen markiert hast, 
so ist auch a0 = ( 0,1 + 0,2i ein Gefangener.

· Trotz dieser Vereinfachung muss man für das Karopapier 11 ( 21 verschiedene Startwerte testen. Es ist also sinnvoll, dass sich drei bis vier Arbeitsgruppen auf den gleichen  Parameter c einigen und arbeitsteilig die Startwerte a0 testen.
Anschließend tauschen die Gruppen die Ergebnisse aus. Ein Bild entsteht!

Arbeiten mit der Tabellenkalkulation Excel

1.
Starte die Tabellenkalkulation Excel.
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2.
In der Standardversion kann Excel nur mit reellen Zahlen rechnen.

Deshalb werden wir die Realteile und Imaginärteile der beteiligten Zahlen getrennt berechnen müssen.

Wir schreiben in die Zellen A1 bis A4 folgende erläuternde Texte (siehe rechts). Das sollte eigentlich kein Problem sein.
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3.
Rechts daneben schreiben wir in die Zellen B1 bis B4 die Werte für c bzw. den gewünschten Startwert a0.
In der Abbildung rechts siehst Du zum Beispiel
c = 0,25 + 0,55i und a0 = (0,1 ( 0,2i.

4.
In den Datenspalten C...Z werden wir die Folgenglieder a1, a2, a3,... berechnen.


Es gilt bekanntlich:
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Aber wir müssen die Berechnung nach Real- und Imaginärteil trennen.


Ansatz...:
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...bringt:
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Daraus ergibt sich zusammenfassend:




[image: image12.wmf]c

a

a

a

c

a

a

a

k

k

k

k

k

k

Im

Im

Re

Im

Re

)²

(Im

)²

(Re

Re

+

×

×

=

+

-

=

+

+

2

1

1


5.
In der Zelle C3 soll der Realteil des nächsten Glieds berechnet werden (Re a1).
Das geht so:

· Re a0 steht in Zelle B3 und Im a0 in Zelle B4.
Re c in Zelle B1 und Im c in Zelle B2.

· Daher gilt wird aus der mathematischen Formel
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die Excel-Formel:

C3 = B3^2 ( B4^2 + B1 

· Klicke in die Zelle C3.
Schreibe dann in die Eingabezeile oben folgende Formel:
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Hinweis: Die Formel muss beim Eintippen mit einem Istgleich („=“) beginnen.

6.
In der Zelle C4 soll der Imaginärteil des nächsten Glieds berechnet werden (Im a1).

Hier gilt wird aus der mathematischen Formel


[image: image15.wmf]c

a

a

a

k

k

k

Im

Im

Re

Im

+

×

×

=

+

2

1


die Excel-Formel:

C4 = 2 * B3 * B4 + B2
Trage auch die Formel für C4 in die Zelle ein. Vergiss nicht das Istgleich zu Beginn!
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7.
Der Wert für den Parameter c ändert sich im Laufe der Iteration nicht. Daher gilt:

C1 = B1

C2 = B2
Also trage die Formeln „= B1“ und „= B2“ in die Zelle C1 bzw. C2 ein:
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Jetzt ist bereits a1 bekannt (hier: 
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8.
Wir wenden nun die gleiche Rechenvorschrift immer wieder an.


Und das geht wie folgt:

· Markiere den rechteckigen Bereich von Zelle C1 bis Z4. 
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· Wir werden nun die Formeln in Spalte C nach rechts in die Spalten D...Z weiter kopieren. Wähle dazu im Menü Bearbeiten die Funktion Ausfüllen ( Rechts.

· Sofort sollten die Folgenglieder a1 bis a24 berechnet sein:
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Zum Beispiel ist hier: 
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9.
Um zu entscheiden, ob der Startwert a0 zu einer beschränkten Folge führt, prüfen wir einfach, ob der Betrag



|a24|


eine gewisse Größe überschritten hat (hier z.B.: |a24| > 100).

Hinweis: 
Genau genommen müssten wir prüfen, ob gilt:


|ak| ( ( für k ( (
Wir prüfen stattdessen, ob |a24| > 100 ist.


Das ist nicht die exakte Lösung des Gefangenenproblems, aber es führt dennoch zu relativ genauen Resultaten.

10.
Die Umsetzung der Regel...





geht wie folgt:


Real- und Imaginärteil von a24 steht in den Zellen Z3 und Z4.


Wir wissen:
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Wir können sogar die Wurzel vermeiden, indem wir dies beidseitig quadrieren:
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Unter Excel lautet dann die Bedingung:

Z3^2 + Z4^2 > 10000

· Gehe zu Zelle B6 und trage dort die Formel

= WENN(Z3^2 + Z4^2 > 10000; “Fliehend!“; “Gefangen!“)
ein.

11.
Zeichnet nun in Teamarbeit(!!!) eine Gefangenenmenge zu einem Parameter c ( C. 

|a24| > 100?





a0 gehört nicht zur Gefangenenmenge: „(“





a0 gehört zur Gefangenenmenge: „(“





ja





nein





B1, B2:


Hier trägst Du den Parameter �c ( C ein.





B3, B4:


Hier trägst Du die zu testenden Startwerte �a0 ( C ein.





B6:


Hier steht schließlich, ob das getestete �a0 zur Gefangenenmenge gehört.





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





Noch ein Tipp:


Bei ungünstiger Wahl des Parameters �c ( C kann es passieren, dass es keine Gefangenenmenge gibt. Bevor ihr Euch also auf einen Parameter c ( C einigt, testet erstmal ein paar Startwerte a0 ( C!





Realteil von ak+1





Imaginärteil von ak+1
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